
ℂ[x,y]での既約性の証明と射影幾何学的アプローチ

本稿では、まず最初に、複素数係数の2変数多項式  が多項式環  において既約（irreducible）で
あることを証明します。証明には、純代数的な手法であるアイゼンシュタインの判定法（Eisenstein's Criterion）を用いる方
法と、代数幾何学の強力な定理であるベズーの定理（Bézout's Theorem）を用いる幾何学的な方法の2通りを解説します。

また、後者の幾何学的手法の有効性をより深く理解するための補助として、実際に「既約でない（可約な）多項式」にこの理
論を適用した場合、特異点がどのように現れるかを示す計算例も併せて詳細に示します。

1. 準備：基本概念の定義

証明に入る前に、本稿で用いる重要な代数学および幾何学の基礎概念を定義します。

定義 1.1：既約多項式 (Irreducible Polynomial)

環  上の多項式  が既約であるとは、  が定数（単元）ではなく、かつ  （ ）と分解したときに、
または  のいずれかが定数（単元）にならざるを得ないことをいう。逆に、2つ以上の定数でない多項式の積に分解で
きるとき、これを可約 (reducible) という。

定義 1.2：単項イデアル整域 (Principal Ideal Domain, PID)

すべてのイデアルが単一の元によって生成される整域のこと。体  上の一変数多項式環  は PID である。今回の
代数的な証明では、複素数係数の1変数多項式環  が PID であるという性質を基礎として利用する。

2. 代数的手法：アイゼンシュタインの判定法

最初の証明では、2変数の多項式を「  の多項式を係数に持つ  の1変数多項式」と見なしてアプローチします。

定理 2.1：アイゼンシュタインの判定法 (Eisenstein's Criterion)

 を単項イデアル整域（PID）とし、  を素元とする。  を変数とする  係数の多項式

について、以下の3つの条件がすべて満たされるとき、  は  の商体上において既約である。

1.  はすべての非最高次係数  を割り切る。

2.  は最高次係数  を割り切らない。

3.  は定数項  を割り切らない。

さらに、  がモニック（最高次係数が ）であるなどの条件を満たし原始的（primitive）な多項式であれば、ガウス
の補題により元の環  上でも既約となる。
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証明 1（アイゼンシュタインの判定法によるアプローチ）

2変数多項式環  は、  を係数環とする  の多項式環  と同型であるため、そのように見なすことが
できる。したがって、  を  について整理すると以下のようになる。

ここで、基礎となる環は  であり、これは体上の1変数多項式環であるため PID である。

ステップ 1：素元  の選定

定数項  は、代数学の基本定理により  において一次式の積に完全に分解される。方程式 
の根、すなわち  の5乗根の一つを  とする。 このとき、一次多項式  は  における素元
である。これをアイゼンシュタインの判定法を適用するための素元として採用する。

ステップ 2：3つの条件の検証

非最高次係数について：
係数は  および  である。

 の根の一つが  であるから、因数定理により  （  は多項式）と因数分解で
きる。ゆえに  は  を割り切る。また、  は任意の元で割り切れるため、  は  もすべて割り切
る。

最高次係数について：
最高次係数は  である。定数でない多項式  は定数  を割り切らない。（次数を比較すれば明
らかである。）

平方条件について（  が  を割り切らないこと）：
 が  を割り切るためには、  が  の「重根」でなければならない。

多項式が重根を持つための必要十分条件は、その多項式と、その形式的微分とが共通の根を持つことである。定数
項を微分してみると、

となる。この導関数の根は  のみである。ここで  であるから、  は導関数の根ではない。すなわち、
は重根ではなく、  の根はすべて相異なる。したがって  は無平方（square-free）であり、  は 
を割り切らない。

結論：

アイゼンシュタインの判定法の条件がすべて満たされたため、  は商体  上で既約である。さらに  は
 のモニック多項式（最高次係数が1であり、係数の最大公約数が1の原始多項式）であるため、ガウスの補題
（Gauss's Lemma）により、元の多項式環  上でも既約であることが証明された。 

3. 幾何学的手法：ベズーの定理と特異点

代数幾何学の手法を用いると、非常に洗練された形で既約性を示すことができます。このアプローチでは、多項式を射影平面
上の「曲線」と見なして幾何学的な性質から代数的な性質を導き出します。

定義 3.1：斉次化 (Homogenization) と射影平面 (Projective Space )
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多項式のすべての項の次数を同じにするため、新しい変数  を導入する操作を斉次化（同次化）という。
また、複素射影平面  は、  なる3つ組の比  全体の集合として定義される。空間内の原
点を通る直線を1つの「点」と見なす空間である。

定理 3.2：ベズーの定理 (Bézout's Theorem)

代数閉体上の射影平面  において、次数  と  の2つの代数曲線（共通成分を持たないとする）は、重複度を込めて
正確に  個の交点を持つ。この定理から導かれる極めて重要な事実は、「射影平面上の任意の2つの曲線は、必ず少
なくとも1点で交わる」ということである。

定義 3.3：特異点 (Singular Point) と滑らかさ (Smoothness)

曲線  上の点  において、すべての偏微分が  になる、すなわち

が同時に成り立つとき、点  を曲線の特異点という。特異点を持たない曲線を滑らか（非特異, non-singular）である
という。
もし曲線が可約（複数の曲線の和集合 ）である場合、2つの成分の交点では積の微分法則により全偏微
分が必ず  となり、特異点が生じる。

証明 2（ベズーの定理によるアプローチ）

ステップ 1：多項式の斉次化

 の各項の次数はそれぞれ  であり、最高次数は5である。これを複素射影平面  上の曲
線として扱うため、変数  を補ってすべての項の次数を5に揃える。

もし元の  が  において可約であるならば、その斉次化である  も  において可約でな
ければならない。 すなわち、  と分解できるはずである（ここで  は次数 、  の
同次多項式）。

ステップ 2：交点と特異点の関係

幾何学的には、  は射影曲線  を定義する。もし  ならば、  は2つの小さな曲線群の和集合 
 となる。

ここでベズーの定理を用いる。複素射影平面  上の任意の2つの曲線  と  は必ず交差する。この交点を 
とおく。
点  は両方の曲線上にあるため、  かつ  である。積の微分法則  により、
点  での  の勾配は、
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となる。すべての偏微分が  になるため、点  は曲線  の特異点として現れる。
ゆえに、「  が可約ならば、  は少なくとも一つの特異点を持つ」ことが証明された。対偶をとれば、「  が
特異点を持たない（完全に滑らかである）ならば、  は既約である」。

ステップ 3：  の特異点の検証

曲線  が特異点を持つ条件は、すべての偏微分が同時に  になることである。計算すると以下のようになる。

これらすべてを同時に満たす解は  のみである。
しかし、定義で述べたように、射影空間  において、すべての座標が0である比  は点として許容されない。

結論：

すべての偏微分が  になる有効な射影空間上の点は存在しない。したがって、曲線  は特異点を一切
持たず、完全に滑らか（非特異）である。
滑らかな曲線は、交差する2つの曲線の和集合になり得ないため、  は既約でなければならない。その非斉次
化である元の多項式  もまた  において既約であることが証明された。 

4. 可約な多項式における特異点の計算例

方法2の幾何学的アプローチが如何に強力であるかを直感的に理解するため、実際に既約でない（可約な）多項式に同じ理論
を適用した計算例を紹介します。可約な多項式が定義する曲線は、必ずどこかで交差し、そこに「特異点」を発生させます。

例1：通常の平面で交わる場合（直線の交差）

多項式  を考えます。展開すると  となり、明らかに可約です（2
つの直線  と  の積）。

ステップ1：多項式の斉次化

最高次数は2なので、変数  を補って各項の次数を2にします。

ステップ2：偏微分を計算して0とおく

ステップ3：連立方程式を解く

上の2式から  かつ  が得られます。これを3つ目の式に代入すると  となり、これは任意の
 について成立します。
射影平面上の点として  以外を選べばよいので、例えば  とおくと、特異点  が見つ
かります。

幾何学的な意味：  は通常の平面を意味するため、これは通常の  平面上の点  に対応します。直線 
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と直線  がまさに交差している点であり、2つの成分が交わるためここで曲線が「尖って（特異点になって）」い
ることが代数的に検出されました。

例2：無限遠点で交わる場合（平行線の交差）

次に多項式  を考えます。これも可約であり、通常の平面上では「決して交わらな
い2本の平行線（  と ）」を表します。

ステップ1：斉次化

ステップ2：偏微分を計算して0とおく

ステップ3：連立方程式を解く

 かつ  であれば、すべての偏微分が  になります。  は任意の実数または複素数でよいので、  とおき
ます。 これにより、特異点  が見つかります。

幾何学的な意味：  となっている点は、通常の平面には存在しない無限遠点です。ユークリッド幾何学では平行線
は交わりませんが、射影幾何学では「平行な2直線は無限遠点で交わる」と考えます。この計算結果は、平行な2直線で
あっても射影平面上では交差して特異点を作るため、ベズーの定理の通りに可約性が示されるという美しい事実を捉え
ています。
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